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Введение 

Настоящее пособие предназначено для изучения студентами очной и 

заочной формы обучения Калининградского государственного технического 

университета основ математического моделирования и соответствует 

требованиям, предъявляемым к формируемым компетенциям, знаниям, умениям 

и навыкам в области применения математического аппарата в профессиональной 

области, определенными федеральными государственными образовательными 

стандартами высшего образования. 

1. Цели и задачи изучения дисциплины 

Целью изучения дисциплины «Математическое моделирование» является 

освоение основных принципов математического моделирования объектов, 

процессов и явлений в технических системах, а также решение 

профессиональных задач в соответствии с общими целями ООП ВО. 

Задачей дисциплины является формирование отдельных элементов 

общепрофессиональных компетенций, среди них: 

 способность грамотно использовать основные термины и понятия в сфере 

математического и компьютерного моделирования, постановки 

вычислительного эксперимента; 

 способность применять естественнонаучные законы при построении 

математических моделей; 

 способность формулировать технические задачи в виде, удобном для их 

решения математическими методами; 

 способность выбирать наиболее эффективные пути построения адекватной 

математической модели исследуемого процесса 

 способность к интерпретации математических моделей и результатов 

моделирования; 

 понимание сущности и этапов математического и имитационного 

моделирования; 

 способность использовать пакеты математических программ для решения 

задач математического (компьютерного) моделирования; 

 

В результате изучения дисциплины студент должен 

знать:  

- базовые понятия математического (компьютерного) моделирования и 

постановки вычислительного эксперимента; 

 - классификацию, свойства, этапы построения математических моделей;  

- основные пакеты прикладных программ для решения задач 

математического (компьютерного) моделирования;  

уметь:  

- применять естественнонаучные законы при построении математических 

моделей; 



5 

 

         -  планировать постановку вычислительного эксперимента; 

         - формулировать технические задачи в виде, удобном для их решения 

математическими методами; 

        -  выбирать наиболее эффективные пути построения адекватной 

математической модели исследуемого процесса, интерпретировать результаты 

моделирования; 

          владеть: 

         -  навыками составления моделей и алгоритмов их исследования; навыками 

использования математических методов и современной вычислительной 

техники в целях моделирования. 

2. Общие указания по изучению дисциплины 

Методические указания являются частью учебно-методического 

комплекса по дисциплине «Математическое моделирование» и включают 

основные сведения о содержании дисциплины, а также рекомендации по 

самостоятельному изучению.  

Дисциплина «Математическое моделирование» изучается на втором курсе 

обучения и носит фундаментальный характер.  Знания, полученные при 

освоении данной дисциплины, будут использоваться как в дальнейшей учебной, 

так и в будущей профессиональной деятельности. В ходе занятий формируются 

отдельные части общепрофессиональных компетенций, указанных в рабочей 

программе физико-математического модуля, в состав которого входит данная 

дисциплина. 

При изучении дисциплины используются знания, аккумулированные при 

изучении других дисциплин физико-математического модуля, и закладываются 

основы для применения математического и имитационного моделирования в 

профессиональной деятельности. Следует отметить, что в дисциплине не 

рассматриваются сложные узкоспециализированные модели, в первую очередь 

изучаются основы математического и имитационного моделирования как 

связующего звена между математикой и ее инженерными приложениями. 

Изучение некоторых разделов данной дисциплины может вызвать 

определенные трудности, так как изучение дисциплины проходит не в отрыве от 

других дисциплин. В данном случае следует обратиться к учебникам и пособиям 

по соответствующим разделам математики: линейная алгебра, математическая 

статистика.   

Подробные комментарии к изучению дисциплины даются на установочной 

лекции. Преподаватель обращает внимание на обязательные и дополнительные 

разделы дисциплины. Изучение дополнительных разделов не является 

обязательным в том случае, если преподаватель не указал иное. Тем не менее 

рассмотреть и освоить эти разделы можно самостоятельно. 

При изучении теоретического материала студенту следует 

руководствоваться настоящими методическими указаниями, в которых 



6 

 

изложено содержание каждой темы, с составлением подробного конспекта. 

Каждая тема содержит список контрольных вопросов, ответы на которые следует 

дать, проверив, достаточно ли хорошо изучена данная тема. Также для 

самоконтроля можно обратиться к списку перечисленных выше знаний и 

умений, подлежащих усвоению. Изучать разделы следует последовательно, так, 

как они приведены в методических указаниях.  

В случае возникновения сложностей при изучении разделов студенту 

необходимо обязательно обращаться к преподавателю в дни консультаций. 

Современные тенденции развития информационных технологий 

позволяют в широкой степени использовать в качестве источника информации 

сеть Интернет. Использование данных источников при изучении дисциплины 

"Математическое моделирование" приветствуются, но следует иметь в виду, что 

не вся полученная таким образом информация является достоверной. В первую 

очередь следует обратить внимание на список литературы и Интернет-

источники, указанные в соответствующем разделе настоящих методических 

указаний.  

Рекомендуемую литературу можно найти в электронной библиотечной 

системе университета, в списке литературы указаны ссылки на конкретные 

издания, размещенные в ЭБС «Университетская библиотека online».  

В ЭИОС университета студенты получают дополнительные материалы и 

рекомендации, а также фиксируют сдачу рубежного контроля, проходят тесты и 

пр. Использование ЭИОС во многих вопросах является обязательным, поэтому 

о доступе к системе студентам следует позаботиться заранее до начала курса, 

связавшись при необходимости со студенческим офисом своего института.  

Контроль самостоятельной работы для студентов очного обучения 

заключается в прохождении рубежного контроля в форме тестирования. 

Для освоения некоторых тем требуется использовать общее или 

специализированное программное обеспечение. При необходимости можно 

обратиться на кафедру, где предоставляется место в компьютерном классе для 

самостоятельной работы. Также на период обучения возможна установка 

пробных версий программных продуктов с ограниченным функционалом или 

сроком использования. Большинство предложенных к изучению программ 

имеют как платные, так и бесплатные версии. Обратитесь за консультацией к 

своему преподавателю.  

Итоговая аттестация по дисциплине проводится в соответствии с 

действующим Положением о текущем контроле успеваемости и промежуточной 

аттестации студентов. В случае возникновения непонимания между студентом и 

ведущим преподавателем, как в период обучения, так и в период зачётно-

экзаменационной сессии, следует незамедлительно обратиться к заведующему 

кафедрой прикладной математики и информационных технологий для 

разрешения спорных ситуаций.  
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3. Тематическое содержание и методические указания 

по изучению дисциплины 

3.1 Тематическое содержание дисциплины 

Тематическое содержание дисциплины приведено в Таблице 1. 

Таблица 1  

 
Раздел/тема дисциплины 

 

Объем 

контактной  

работы, ч 

Объем  

самост-ной 

работы, ч 

  Теоретическое обучение (лекции)   

1.1 Теория моделирования и основы системного анализа 4 4 

1.2 Оптимальное распределение ресурсов 2 2 

1.3 Теория вычислительного эксперимента 2 2 

1.4 Основы стохастического моделирования 4 4 

1.5 

Имитационное моделирование систем массового 

обслуживания  4 4 

   16 16 

  Рубежный (текущий) контроль   

2.1 

Инфраструктура 

больших данных Тестирование  5,80 

   0 39,00 

  Всего 46 98 

3.2 Методические указания по изучению дисциплины  

Тема 1. Теория моделирования и основы системного анализа 

Изучаемые вопросы 

Цели и задачи дисциплины. Место дисциплины в структуре 

образовательной программы. Планируемые результаты освоения дисциплины. 

Основные понятия системного подхода и анализ. Понятие системы. 

Свойства систем. Эволюцию понятия системы. Роль наблюдателя в понятии 

системы. Целеполагание. Классификация систем. Понятие анализа и синтеза. 

Общие понятия моделирования. Модель. Классификация моделей. "Модель-

алгоритм-программа". Понятие математической и компьютерной модели. Этапы 
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построения математических моделей. Примеры простейших моделей. Понятие 

интерпретации в математическом моделировании. Методы оценки адекватности 

модели исследуемой системе. Моделирование в науке и технике. И т. д. 

Методические указания 

Изучение данного раздела закладывает понимание места математики в 

профессиональной деятельности. Математическое моделирование является 

ключевой методологией современной науки. Любой разработке нового 

продукта, нового технического объекта, нового технологического процесса 

предшествует моделирование. Замена исходного объекта исследования его 

абстрактным образом - математической моделью - представляет собой, цитируя 

А. А. Самарского, "третий метод познания". "Работа не с самим объектом 

(явлением, процессом), а с его моделью дает возможность безболезненно. 

относительно быстро и без существенных затрат исследовать его свойства и 

поведение в любых мыслимых ситуациях".  

Изучению принципов моделирования должно предшествовать изучение 

понятия системы и системного подхода. Дайте определение системы и 

перечислите свойства системы. Проследите эволюцию понятия системы. Каково 

назначение понятий «среда», «цель», «наблюдатель» в определении системы. 

Рассмотрите простейшие модели, построенные на основе законов 

сохранения энергии, сохранения материи, сохранения импульса. 

Литература 

[1] Введение, п. 1-2. 

Контрольные вопросы 

1. В чем заключается триада «Модель-алгоритм-программа»? Почему 

данный подход А. А. Самарским назван универсальным инструментом? 

2. В чем заключается синтетическая функция математического 

моделирования? Как математическое моделирование связывает 

математику с прикладными дисциплинами? 

3. Поясните понятие «моделирование из первых принципов». 

4. В чем отличие информационного подхода к моделированию от 

моделирования из первых принципов? 

5. Приведите примеры моделей, получаемых из фундаментальных законов 

природы. 

 

Тема 2. Оптимальное распределение ресурсов 

Изучаемые вопросы 

Понятие задачи математического программирования. Задачи оптимизации 

Задача линейного программирования (ЗЛП). Транспортная задача. Двойственная 
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ЗЛП. Методы решения оптимизационных задач. Графический способ решения 

ЗЛП. Симплекс-метод. Метод градиентного спуска. Постановка задачи 

оптимального распределения ресурсов. 

Методические указания 

Задача построения моделей оптимального распределения ресурсов 

заключается в создании математической модели, предполагающей поиск такого 

распределения ресурсов, например производства, которое обеспечивает 

наилучшее, оптимальное в некотором смысле, их использование. Очевидно, что 

для построения такой модели требуется некоторая функция, называемая 

целевой, которая описывает "оптимальность" использования ресурсов, а также 

набор ограничений, накладываемых на ресурсы, например их количественную 

ограниченность, временную доступность и т. д. В рамках данной темы мы 

рассматриваем детерминированные модели, описываемые как задача 

математического программирования, а именно задача линейного 

программирования. Данная тема тесно связана с разделом математики "Методы 

оптимизации". 

Для того чтобы получить представление в целом о задаче оптимального 

распределения ресурсов, рассмотрите формулировки задач нелинейного и 

динамического программирования, сетевого метода, принцип максимума 

Понтрягина. При необходимости данные темы вы изучите самостоятельно или в 

специальных дисциплинах. Мы остановимся на задаче линейного 

программирования, как относительно простом, но широко используемом и 

иллюстративном примере задачи оптимизации. Впервые задача линейного 

программирования была сформулирована (1936) и решена нашим 

соотечественником академиком АН СССР Леонидом Витальевичем 

Канторовичем, который совместно с американским ученым Т. Ч. Купмансом в 

1975 г. получил Нобелевскую премию за разработку метода оптимального 

распределения ресурсов (метода линейного программирования). 

Рассмотрите математическую постановку задачи линейного 

программирования как задачу оптимизации. Уясните понятие линейности 

целевой функции и системы ограничений. Рассмотрите несколько примеров 

построениям модели линейного программирования для различных прикладных 

задач. 

Рассмотрите задачу линейного программирования для 2-х 

оптимизируемых параметров, например: 

f(x1, x2) = x1-4·x2 → min 

 x1−3·x2 ≥−9  

x1+2·x2 ≤ 8 

По системе ограничений изобразите область допустимых решений. Не 

забудьте про естественные ограничения задачи: x1≥0, x2≥0. Обратите внимание, 
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что область допустимых решений образует выпуклый многогранник. Приведите 

случаи, когда область допустимых решений открыта, либо не существует. Далее, 

вспомнив уравнение плоскости, отметьте, что множество точек, образуемых 

значениями целевой функции в пространстве (x1, x2, f) задает плоскость, 

положение которой определяется коэффициентами при x1, x2. Покажите, что 

решение задачи линейного программирования будет находиться в одной из 

вершин полученного многогранника области допустимых решений. 

Вспомните понятие градиента функции. Изобразите на плоскости x1Ox2 

градиент целевой функции. Построив перпендикуляр вектору-градиенту, мы 

получим линию уровня, вдоль которой целевая функция будет иметь одинаковые 

значения, передвигая ее по направлению градиента значения целевой функции 

будут увеличиваться, передвигая в противоположном - уменьшаться. Используя 

это свойство найдите решение задачи для примера. 

Обобщая случай на n большее, чем 2 оптимизируемых параметра, можно 

заметить, что область допустимых значений образует все также выпуклый 

многогранник и решение задачи линейного программирования все также будет 

находиться в одной из его вершин. Тогда поиск этого решения будет заключаться 

в оптимальном обходе вершин. Оригинальным широко известным подходом 

является симплекс-метод, представляющий собой пошаговый алгоритм, 

основными шагами которого являются:  

1. Приведение задачи к стандартному виду. 

2. Введение дополнительных свободных переменных; все ограничения в 

виде неравенств приводятся к равенствам. 

3. Итерационно находится допустимое базисное решение с использованием 

симплекс-таблиц. 

4. Находится максимум целевой функции для допустимого базисного 

решения.  

Самым сложным в вычислительном отношении является пункт 3 

алгоритма. Изучите симплекс-метод на простом примере, по рекомендуемой 

литературе. В настоящее время решение задачи линейного программирования 

автоматизировано во многих пакетах прикладных программ, изучить один из 

способов предлагается в рамках лабораторной работы. 

В завершение данной темы рассмотрите постановку транспортной задачи. 

Литература  

[9] гл. 1-9 

Контрольные вопросы 

1. Какие основные шаги в решении задачи линейного программирования? 

2. Каким образом можно интерпретировать оптимальное решение в задаче 

линейного программирования? 
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3. Приведите примеры не менее 3-х задач из профессиональной области, 

сводимые к задаче линейного программирования. 

4. Какие основные шаги и правила используются при применении симплекс-

метода для нахождения оптимального решения задачи линейного 

программирования? 

5. Приведите примеры формулировок задач математического 

программирования (квадратичного, динамического). 

6. Сформулируйте двойственную задачу линейного программирования. 
 

Тема 3. Теория вычислительного эксперимента 

Изучаемые вопросы 

Основные понятия вычислительного эксперимента. Модель «черный 

ящик». Реакция, фактор. Количественные и качественные факторы. Факторное 

пространство. Функция реакции. Полиномиальные модели планирования. 

Полный факторный эксперимент, дробный факторный эксперимент. 

Методические указания 

Под экспериментом понимают метод познания, при помощи которого в 

контролируемых и управляемых условиях исследуются явления 

действительности. Для многих наук эксперимент является основным способом 

подтверждения теоретических предположений. В рамках математического 

моделирования мы будем иметь дело с вычислительным экспериментом, т. е. 

выполнение некоторой компьютерной программы при разных параметрах и 

разных структурных допущениях. 

Изучая данную тему, следует дать определения в терминах планирования 

экспериментов следующим понятиям: "фактор", "отклик", "количественный и 

качественный фактор", "управляемый и неуправляемый фактор", "точка плана". 

Уяснить суть планирования эксперимента как способа выбора оптимальной 

конфигурации эксперимента. Одной из задач эксперимента является 

определение того, какие из параметров или структурных допущений при 

исследовании системы оказывают наибольшее влияние на показатели работы 

или какие параметры позволяют обеспечить оптимальные (лучшие в некотором 

смысле) параметры ее работы. 

Основной задачей эксперимента является установление зависимости 

между реакцией и факторами, при этом эту зависимость желательно установить, 

проведя некоторое оптимальное число экспериментов. В связи с этим стоит 

задача планирования экспериментов: какие именно факторы и как следует 

изменять в ходе моделирования, чтобы получить нужную информацию при 

наименьшем объеме моделирования. 

Изучите понятие факторного плана типа 2k. Дайте определение понятиям: 

уровень фактора, главный эффект, эффекты взаимодействия факторов. 



12 

 

Выпишите формулы для вычисления главного эффекта и эффектов 

взаимодействия на примере плана 23. 

Если в эксперименте участвует большое количество факторов, то полный 

факторный план может включать существенное количество точек плана. В целях 

уменьшения числа прогонов применяют, например, дробные планы или 

факторные планы типа 2k−p с дробными репликами. Уясните различие полного и 

дробного планов. Рассмотрите стратегию смешивания в дробных факторных 

планах. Дайте определение разрешающей способности плана. 

Мы приняли в качестве представления нашей системы "черный ящик" и не 

вдавались в реальные детали ее функционирования, так скажем, в физику 

процессов. Тем не менее этот "черный ящик" как-то связывает значение отклика 

со значениями факторов. Мы можем предположить, что существует некоторая 

функция, описывающая эту связь. Очевидно, что эта функции неизвестна, иначе 

мы могли бы не проводить эксперименты, а просто подставлять значения 

факторов в данную функцию и получать значение отклика. И если мы хотим 

такую функцию записать по результатам эксперимента, то должны сделать 

предположения о ее виде. 

Изучите понятие уравнения регрессии. Рассмотрите метод наименьших 

квадратов как способ получения коэффициентов уравнения по имеющемуся 

плану и результатам эксперимента. Рассмотрите интерпретацию коэффициентов 

регрессии с позиции плана эксперимента. Рассматривая стохастический 

эксперимент, рассмотрите способ проверки значимости коэффициентов 

регрессии, а также способ проверки адекватности полученной модели 

эксперимента. 

Литература 

[1] гл.1; [10] гл. 3; [2] гл.2-3; [12]. 

Контрольные вопросы 

1. Сформулируйте проблему планирования вычислительного эксперимента.  

2. Дайте определение полного и дробного факторного экспериментов. 

3.  Каким образом определить оптимальное распределение факторов в 

вычислительном эксперименте для максимизации информации, 

получаемой из него? 

4. Опишите алгоритм вычисления коэффициентов регрессии методом 

наименьших квадратов. 

5. Дайте определение поверхности отклика. 

6. Как определить значимость коэффициентов уравнения регрессии. 

7. Как с использованием критерия Фишера установить адекватность модели 

эксперимента? 
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Тема 4. Основы стохастического моделирования 

Изучаемые вопросы 

Понятие стохастического моделирования. Генератор случайных чисел. 

Оценка качества генераторов случайных чисел. Генерирование непрерывных 

случайных величин. Генерирование дискретных случайных величин. 

Генерирование потоков событий. Метод Монте-Карло. Задача Бюффона. 

Вычисление площадей. 

Методические указания 

Стохастическое моделирование - мощный инструмент моделирования 

объектов, процессов и явлений, содержащих сложные взаимодействия, 

описываемые в терминах вероятностных событий (процессов). В рамках данной 

темы предлагается изучить основы данного подхода к моделированию. Прежде 

чем приступить к изучению, освежите в памяти основные понятия теории 

вероятностей и математической статистики. Важным элементом 

стохастического моделирования является умение создавать генераторы 

случайных чисел с заданными свойствами. Осветите проблемы создания таких 

генераторов. Рассмотрите алгоритмы генерации псевдослучайных чисел из 

равномерного распределения на интервале (0,1). Важность изучить именно эти 

генераторы вызвана тем, что случайные числа из других распределений, равно 

как реализация различных случайных процессов могут быть получены путем 

преобразования равномерно распределенных случайных чисел. Приведите 

примеры "ручных механических и других физических методов генерации 

случайных чисел. Прорывным этапом стало появление первых вычислительных 

машин, когда генераторы из физических устройств превратились в численные 

алгоритмы. Данные программные генераторы строят новое случайное число на 

основе нескольких предшествующих чисел по специальным алгоритмам. 

Хороший генератор должен обладать рядом свойств: 

1) генерируемые числа должны принадлежать заданному распределению и 

быть некоррелированными друг с другом; 

2) возможность генерировать одну и ту же последовательность 

многократно; 

3) возможность практического использования в ограниченных 

вычислительных ресурсах. 

Рассмотрите алгоритм средних квадратов, предложенный фон Нейманом и 

Метрополисом в 1940 г. Укажите на основные проблемы данного алгоритма. 

Далее рассмотрите предложенный Лемером в 1951 г. линейный конгруэнтный 

генератор, в которых случайное число, где 

Zi = (a·Zi−1 + c) mod m 

m (модуль), a(множитель), c (приращение), Z0 (начальное значение 

(затравка)) целые неотрицательные числа. Рассчитайте вручную 
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последовательность из 20-30 чисел при Zi = (5·Zi−1 +3) mod16. Отметьте 

цикличность генерации и связанные с этим свойством достоинства и недостатки. 

Далее обзорно отметьте другие виды генераторов. 

Рассмотрите способы преобразования равномерно распределенных 

случайных чисел U(0,1) к другим непрерывным распределениям: U(0,N), 

U(N,M), экспоненциальное распределение, распределение Эрланга, нормальное, 

логнормальное, гамма распределение, дискретным распределениям: Бернулли, 

дискретное равномерное, биномиальное, геометрическое распределение, 

распределение Пуассона. 

Рассмотрите понятие потока событий, оно будет широко использоваться в 

следующем разделе дисциплины. Дайте определение простейшего потока, 

потока Пальма и Эрланга. Рассмотрите подробно генерацию пуассоновского 

процесса. 

Литература  

[9] гл. 1, [1]. 

Контрольные вопросы 

1. Приведите пример алгоритма генератора псевдослучайных чисел. 

2. Перечислите свойства «хорошего» генератора псевдослучайных чисел.  

3. Дайте определение простейшему потоку событий. 

4. Приведите примеры задач решаемых методом Монте-Карло. В чем 

преимущества и недостатки данного метода? 

5. Сформулируйте и приведите алгоритм решения задачи вычисления числа 

𝜋 методом Монте-Карло.  

Тема 5. Имитационное моделирование систем массового 

обслуживания  

Изучаемые вопросы 

Системы массового обслуживания. Имитационное моделирование. 

Компоненты дискретно-событийной имитационной модели. Постановка задачи 

моделирования СМО к одним устройством. Правила останова. Моделирование 

системы управления запасами. Критерии оценки работы СМО. Моделирование 

СМО с несколькими очередями, приоритетами обслуживания и пр. 

Моделирование сложных СМО. Аналитическое моделирование СМО. 

Уравнения Колмогорова. Предельные вероятности. Модели систем «Хищник-

жертва». Основы языка GPSS.  

Методические указания 

Завершающая тема курса посвящена основам имитационного 

моделирования. Вспомните первую тему, в которой рассматривалась 

классификация моделей и видов моделирования. Имитационное моделирование 

относится к математическому моделированию и используется в том случае, если 



15 

 

получить аналитические решения затруднительно, либо сложность 

моделируемой системы не позволяет такое решение выписать. Дайте 

определение видам имитационных моделей: статической и динамической, 

детерминированной и стохастической, непрерывной и дискретной. 

В качестве примера системы, для моделирования которой используется 

компьютерная имитация будем рассматривать системы массового обслуживания 

(СМО). СМО представляют системы, в основе которых лежит процесс 

обслуживания в широком смысле, например автоматические телефонные 

станции, транспортные системы, производственные системы и пр. Рассмотрите 

структуру СМО и основные ее составляющие, дайте определение терминам: 

заявка (транзакт), устройство обслуживания, режим поступления заявок, режим 

обслуживания, очередь, одноканальные СМО, многоканальные СМО. 

Чтобы четко понять отличия аналитического и имитационного 

моделирования, рассмотрите аналитические модели простейших СМО. Дайте 

определение марковского процесса и марковской цепи. Рассмотрите СМО, 

описываемую графом, приведенным на рисунке. Система дифференциальных 

уравнений, устанавливающая связь между вероятностями нахождения системы 

в момент времени ti−1 и моментом времени ti, называется системой Колмогорова. 

Изучите вывод уравнений Колмогорова и общие правила их составления. Для 

приведенного примера выпишите данную систему уравнений по графу 

состояний. Заметьте, что для решения систем дифференциальных уравнений, как 

правило, используют численные схему, например, метод Рунге - Кутта. Дайте 

определение предельным вероятностям состояний, сформулируйте теорему 

Маркова. 

Данная тема предполагает выполнение 2-х лабораторных работ. 

Рассмотрите аналитические модели следующих систем: 

1) СМО с отказами; 

2) многоканальная СМО с отказами; 

3) одноканальная СМО с очередью; 

4) многоканальная СМО с очередью. 

Для пункта 1 получите уравнения Колмогорова и решите их аналитически, 

найдите предельные вероятности состояний, обратите внимание к каким 

значениям сходятся аналитическое решение, дайте соответствующую 

интерпретацию результатам. Для остальных рассмотрите структуру и динамику 

системы. 

Рассмотрите принципы дискретно-событийного моделирования, как вида 

имитационного моделирования. 

Литература  

[10] гл. 2-4, [1]. 
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Контрольные вопросы 

1. Дайте классификацию систем массового обслуживания. 

2. Сформулируйте правило записи системы уравнений Колмогорова по 

графу состояний. 

3. Дайте определения марковскому случайному процессу. 

4. Сформулируйте теорему Маркова о предельных вероятностях. 

5. Перечислите основные блоки GPSS, позволяющие описать одноканальную 

систему массового обслуживания. 

6. Перечислите основные характеристики качества системы массового 

обслуживания. 

 

4. Задания и методические указания по выполнению 

лабораторных работ 

Лабораторные работы (ЛР) составляют компьютерный практикум по 

математическому и имитационному моделированию в среде MS Excel, Mathcad 

и GPSS WORLD. 

Целью практикума является знакомство и приобретение навыков 

использования средств компьютерной математики для решения прикладных 

задач, проведения математического моделирования и инженерных расчетов. ЛР 

структурированы в соответствии с содержанием дисциплины «Математическое 

моделирование» и содержат задания прикладного характера. 

Образцы типовых заданий для выполнения лабораторных работ и 

контрольные вопросы по ЛР приведены в Приложении 1. 

5. Задание и методические указания по выполнению 

контрольной работы 

Для студентов заочной формы обучения рабочей программой дисциплины 

предусмотрено выполнение контрольной работы. Контрольная работа включает 

3 задания. 

Контрольная работа должна быть оформлена в электронном виде с 

использованием текстового редактора (рекомендуется MS Word или 

аналогичное офисное приложение). 

Для студентов заочной формы обучения бумажный вариант контрольной 

работы распечатывается и в сброшюрованном виде регистрируется на кафедре 

прикладной математики и информационных технологий. Бумажный вариант 

может быть заменен на электронный при отправке контрольной работы через 

ЭИОС только по специальному указанию преподавателя. В этом случае 
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регистрация осуществляется в электронном журнале: файл с контрольной 

работой и вспомогательные файлы (при их наличии) загружаются в хранилище 

личных файлов студента в ЭИОС и отправляются в виде ссылки через отдельное 

задание курса на проверку преподавателю. 

Контрольная работа, выполненная без грубых ошибок, допускается к 

защите. Защита контрольной работы состоит в выполнении в присутствии 

преподавателя любого задания, аналогичного заданию контрольной работы.  

Шкала оценивания результатов выполнения заданий контрольной работы 

основана на системе зачет/незачет. Работа оценивается оценкой «зачет» в случае 

100 %-ной защиты всех заданий работы, «незачет» - во всех иных случаях. 

Типовые задания контрольной работы приведены в Приложении 2. 

6. Требования к аттестации по дисциплине 

Завершается изучение дисциплины выставлением оценки «зачет/не зачет», 

учитывающей все виды работ студента в течение семестра. Независимо от 

метода выставления, традиционного подхода или балльно-рейтингового, оценка 

соответствует следующим достижениям студента:  

 оценка «зачтено» выставляется студенту, обнаружившему знание 

основного учебного материала в объеме, необходимом для 

дальнейшей учебы и предстоящей работы по специальности, 

справившемуся с выполнением заданий, предусмотренных 

программой, знакомому с основной литературой; 

 оценка «не зачтено» выставляется студенту, обнаружившему 

пробелы в знаниях основного учебного материала, допустившему 

принципиальные ошибки при выполнении предусмотренных 

программой заданий. 

6.1 Требования к аттестации по очной форме обучения 

Промежуточная аттестации студентов очной формы обучения по 

дисциплине «Математическое моделирование», проводимая в форме зачета, 

осуществляется по результатам прохождения всех видов текущего контроля 

успеваемости. К средствам текущего контроля успеваемости относятся задания 

и контрольные вопросы по лабораторным работам, тестовые задания. 

6.2 Требования к аттестации по заочной форме обучения 

Промежуточная аттестация студентов заочной формы обучения по 

дисциплине «Математическое моделирование», проводимая в форме зачета, 

осуществляется по результатам прохождения всех видов текущего контроля 
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успеваемости (задания и контрольные вопросы по лабораторным работам) и 

результатам выполнения контрольной работы. 
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Приложение 1 

Образцы типовых заданий и контрольные вопросы для выполнения 

лабораторных работ 
 

Лабораторная работа 1 

Планирование вычислительного эксперимента 
 

Цель: Выработка навыков планирования вычислительного эксперимента. 

Задание 

1. По заданным исходным данным составьте план эксперимента.  

2. Составьте уравнение регрессии, вычислите его коэффициенты 

с использованием MathCad. 

3. Проверьте значимость коэффициентов по Стьюденту. Отсейте незначимые 

факторы и их взаимодействия, откорректируйте уравнение регрессии. 

4. Оцените адекватность полученной модели эксперимента по Фишеру.  

Контрольные вопросы 

1. Чем полный факторный эксперимент отличается от дробного? Приведите 

примеры. 

2. Чем экзогенные переменные отличаются от эндогенных? Приведите 

примеры. 

3. Как привести факторы к безразмерному виду? Приведите примеры. 

4. Составьте план ПФЭ 22 для исследования влияния температуры 

в диапазоне от 30 до 42 ºС  и величины pH в диапазоне от 5 до 7. Как 

учтены межфакторные взаимодействия? 

5. Что такое поверхность реакции и как ее можно аппроксимировать? 

6. Как интерпретируются коэффициенты уравнения регрессии полного 

факторного эксперимента ПФЭ 23? 

7. В чем смысл проверки значимости коэффициентов уравнения регрессии? 

Поясните процедуру проверки по критерию Стьюдента. 

8. Как проверить адекватность полученного уравнения регрессии 

лабораторным (экспериментальным) данным? Поясните порядок проверки 

по критерию Фишера. 

9. Составьте план ПФЭ 23 для исследования влияния температуры в 

диапазоне от 30 до 42 ºС, влажности в диапазоне от 20 % до 80 % и 

давления от 740 до 760 мм рт. ст. Запишите в общем виде уравнение 

регрессии для данного эксперимента. 

10. Поясните свойства ПФЭ: ортогональность, симметричность, 

нормированность. 

11. Вычислите и оцените значимость коэффициентов регрессии для заданного 

плана (Таблица 1). 
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Таблица 1 

 X1 X2 X1X2 Y1 Y2 Y3 

1 - - + 0.1 0.15 0.17 

2 - + - 0.35 0.36 0.35 

3 + - - 0.13 0.13 0.14 

4 + + + 1.15 1.2 1.7 

 

Лабораторная работа 2 

Решение задач оптимального распределения ресурсов 

Задание 

1. Для откорма животных используется три вида комбикорма: А, В и С. 

Каждому животному в сутки требуется не менее 800 г жиров, 700 г белков и 900 г 

углеводов. Содержание в 1 кг каждого вида комбикорма жиров, белков и 

углеводов (граммы) приведено в Таблице 2: 

 

Таблица 2 

Содержание 

 в 1 кг 
Комбикорм 

 А В С 

Жиры 320 240 300 

Белки 170 130 110 

Углеводы 380 440 450 

Стоимость 1 кг 31 23 20 

 

Сколько килограммов каждого вида комбикорма нужно каждому 

животному, чтобы полученная смесь имела минимальную стоимость? 

 

2. Петербургская фирма занимается производством кондитерских изделий: 

различных сортов печенья, бисквитов, кексов и др. Продукция, производимая 

фирмой, реализуется через сеть розничной торговли и пользуется достаточно 

устойчивым спросом на региональном рынке. Характеристики сырья, стоимости, 

цены и состава готовых изделий приведены в Таблице 3. 
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Таблица 3 

Виды сырья Средняя 

закупочная 

цена (руб. за кг) 

Наличные 

запасы сырья 

(кг) 

Состав 1 кг 

Печенья 

Состав 1 кг 

Бисквитов 

Мука 7,60 825 0,5 0,3 

Масло 44,00 480 0,3 0,06 

Яйцо 16,00 720 0,18 0,6 

Сахар 9,20 450 0,2 0,3 

Стоимость (руб.)  43050 21,72 17,28 

Отпускная цена (руб. за 1 кг)   32,00 27,00 

 

Производственный план для фирмы должен быть представлен двумя 

числами, соответствующими объемам выпуска двух видов продукции: Печенья 

и бисквитов. 

3. Предприятие производит три вида продукции: А1, А2, А3, используя 

сырьё двух типов. Известны затраты сырья каждого типа на единицу продукции, 

запасы сырья на планируемый период, а также прибыль от единицы продукции 

каждого вида (Таблица 4). 

Таблица 4 

Сырьё Затраты сырья на единицу продукции Запас сырья 

 А1 А2 А3  

I 3,5 7 4,2 1400 

II 4 5 8 2000 

Прибыль от ед. прод. 1 3 3  

 

Сколько изделий каждого вида необходимо произвести, чтобы получить 

максимум прибыли? 

 

1. По данным Таблицы 4 определить максимальный интервал изменения 

запасов каждого вида сырья, в пределах которого структура 

оптимального плана, т. е. номенклатура выпуска, не изменится. 

2. По данным Таблицы 4 определить количество выпускаемой продукции 

и прибыль от выпуска при увеличении запаса одного из дефицитных 
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видов сырья до максимально возможной (в пределах данной 

номенклатуры выпуска) величины. 

3. По данным Таблицы 4 определить статус каждого вида сырья и его 

удельную ценность. 

4. По данным Таблицы 4 определить интервалы изменения прибыли от 

единицы продукции. 

5. Решить задачу модифицированным симплекс-методом. 

 

4. Для производства двух видов изделий А и Б используется три типа 

технологического оборудования. На производство единицы изделия А 

оборудование первого типа используется а1=4 ч, оборудование второго типа - 

а2=8 ч, а оборудование третьего типа - а3=9 ч. На производство единицы изделия 

Б оборудование первого типа используется б1=7 ч, оборудование второго типа - 

б2=3 ч, а оборудование третьего типа - б3=5 ч. 

На изготовление этих изделий оборудование первого типа может работать 

не более чем t1=49 ч, оборудование второго типа - не более чем t2=51 ч, 

оборудование третьего типа - не более чем t3=45 ч. 

Прибыль от реализации единицы готового изделия А составляет 

АЛЬФА=6 рублей, а изделия Б – БЕТТА=5 рублей. 

Составить план производства изделий А и Б, обеспечивающий 

максимальную прибыль от их реализации. 

 

5. Необходимо составить самый дешевый рацион питания цыплят, 

содержащий необходимое количество определенных питательных веществ, 

тиамина Т и ниацина Н. Пищевая ценность рациона (в калориях) должна быть не 

менее заданной. Смесь для цыплят изготавливается из двух продуктов - К и С. 

Известно содержание тиамина и ниацина в этих продуктах, а также питательная 

ценность К и С (в калориях). Сколько К и С надо взять для одной порции 

куриного корма, чтобы цыплята получили необходимую им дозу веществ Н и Т 

и калорий (или больше), а стоимость порции была минимальна? Исходные 

данные для расчетов приведены в Таблице 5. 

Таблица 5 

 Содержание 

в 1 унции К, мг 

Содержание 

в 1 унции С, мг 

Потребность, мг 

Вещ-во Т 0,1 0,25 1 

Вещ-во Н 1 0,25 5 

Калории 110 120 400 

Стоимость 1 унции, в 

центах 

3,8 4,2  
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6. На лесопилку поступают доски длиной 10 м. По контракту лесопилка 

должна поставить клиенту не менее 100 досок длиной 5 м, не менее 200 досок 

длиной 4 м и не менее 300 досок длиной 3 м. Как работникам лесопилки 

выполнить условия контракта, разрезав наименьшее количество досок? 

 

7. Для сохранения нормальной жизнедеятельности человек должен в сутки 

потреблять белков не менее 120 у. е., жиров - не менее 70 и витаминов - не менее 

10 у. е. Содержание их в каждой единице продуктов П1 и П2 равно 

соответственно (0,2; 0,075; 0) и (0,1; 0,1; 0,1) у. е. Требуется построить 

математическую модель задачи, которая позволит организовать питание таким 

образом, чтобы его стоимость была максимальной, но не превосходила 

1500 ден. ед. и организм получил необходимое кол-во питательных веществ. 

Стоимость единицы П1 - 2 ден. ед., П2 - 3 ден. ед. (Таблица 6). 

 

Таблица 6 

Состав продукта Содержание питательных веществ в 

1 ед. продукции 

Необходимое 

количество 

питательных 

веществ сутки, ед. 

П1 П2 

Стоимость 2 3 1500 

Белки 0,2 0,1 120 

Жиры 0,075 0,1 70 

Витамины 0 0,1 10 

 

 

Контрольные вопросы 

1. Дайте общее описание модели динамического программирования. 

2. Что является целью задачи оптимизации? 

3. В чем сущность математической модели задачи линейного 

программирования? 

4. Что такое целевая функция? 

5. Что такое допустимое решение? 

6. Составить целевую функцию задачи. 

7. Выведите и запишите матричную форму задачи линейного 

программирования. 

8. Сформулируйте и представьте задачу о кормовой смеси. 

9. В чем состоит сущность типичной транспортной задачи? 

10. В чем сущность графического метода решения ЗЛП? 
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Лабораторная работа 3 

Исследование генераторов случайных чисел. Метод Монте-Карло 

 

Цель: Выработать навыки использования стохастических методов для решения 

практических задач. 

 

Задание 

1. Используя критерий Колмогорова – Смирнова, оценить генератор 

случайных чисел (функция СЛЧИС()), встроенный в Excel. 

2. Вычислить площадь закрашенной фигуры, ограниченной кривыми, в 

соответствии с вариантом метода Монте-Карло. 

 

Контрольные вопросы 

1. Проведите исследование генератора случайных чисел MathCad.  

2. Как зависит результат тестирования ГСЧ от объема тестовой выборки? 

Проверьте экспериментально. 

3. Зависит ли работа ГСЧ от конкретной ЭВМ? Проверьте экспериментально. 

4. Имея генератор равномерно распределенных случайных чисел, получите 

случайные числа, распределенные по нормальному закону. Проверьте 

соответствие выборочных среднего и СКО теоретическим матожиданию и 

СКО. 

5. Имея генератор равномерно распределенных случайных чисел, получите 

случайные числа, распределенные по экспоненциальному закону. 

Проверьте соответствие выборочных среднего и СКО теоретическим 

матожиданию и СКО. 

6. Как метод Монте-Карло можно использовать для вычисления 

определенных интегралов? Приведите примеры. 

7. Как метод Монте-Карло можно использовать для вычисления кратных 

интегралов? Приведите примеры. 

8. Как метод Монте-Карло можно использовать для вычисления глобального 

максимума функции? Приведите примеры. 
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Лабораторная работа 4 

Основы имитационного моделирования в среде GPSS 

 

Цель: Изучить структуру программы GPSS World. Приобрести навыки 

использования основных блоков GPSS для моделирования простейших систем 

массового обслуживания. 

Задание 

1. Выполнить моделирование входа зрителей на стадион, пояснить 

каждую строчку (объясните смысл в рамках задачи), изобразить блок-схему, 

сформировать отчет. Постановка задачи: Зрители приходят через турникет на 

футбольный стадион каждые 7 ± 7 секунд и очередь на входе. Время, 

затрачиваемое на вход на стадион - 5 ± 3 секунды. Требуется определить время, 

затраченное на прохождение через турникет 300 человек.  

In_use EQU         5              ;Mean time  

Range  EQU         3              ;Half range           

       GENERATE    7,7              

       QUEUE       Turn             

       SEIZE       Turn             

       DEPART      Turn             

       ADVANCE     In_use,Range     

       RELEASE     Turn             

       TERMINATE   1                

 

2. Составьте программную модель, план вычислительного 

эксперимента для определения значимых факторов на среднюю длину очереди и 

среднее время ожидания клиентом начала обслуживания, выполните 

моделирование.  

Описание системы: В магазин с одним кассиром приходят клиенты через 

X1 ± X2 минут друг за другом. Время обслуживания одного клиента составляет 

X3 ± X4 мин. 

Требуется определить среднюю длину очереди клиентов и среднее время 

ожидания клиентами начала обслуживания.  

Контрольные вопросы 

1. Объясните, почему на разных ЭВМ получаются разные результаты 

моделирования? Как снизить эту ошибку? 

2. Постройте гистограмму распределения времени прохождения турникета. 

Определите основные статистические характеристики. 
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3. Используя блок TEST, измените программу из задачи 1 так, чтобы 

транзакты покидали модель, если в очереди больше 5 транзактов. 

4. Используя блок TRANSFER, измените программу из задачи 1 так, чтобы 

5 % транзактов после освобождения очереди до прохождения турникета 

были вынуждены вернуться в начало очереди. 

5. Используя блок TRANSFER, измените программу из задачи 1 так, чтобы 

половина поступающих транзактов покидала модель, выйдя из очереди 

(моделирование «фейс-контроля»). 

6. Используя блок TRANSFER, измените программу из задачи 1 так, чтобы 

половина поступающих транзактов покидала модель до постановки в 

очередь. 

7. Предложите способы сокращения числа экспериментов в задаче 2.  

 

 

Лабораторная работа 5 

Моделирование одноканальных СМО. Сбор статистики 

 

Цель: Выработать навыки составления имитационных моделей одноканальных 

СМО в GPSS. 

 

Задание 

1. Решить следующую задачу: В ремонтное подразделение с одним 

каналом обслуживания поступают вышедшие из строя средства связи, 

требующие текущего ремонта. Интервалы времени поступления неисправных 

средств связи распределены равномерно в интервале 16±6 ч. Время ремонта 

также распределено равномерно в интервале 16±4 ч. Ремонт производится по 

мере поступления. Необходимо промоделировать функционирование 

ремонтного подразделения в течение 3 сут., обеспечить сбор статистики об 

очереди. Шаг модельного времени - 1 мин.  

2. Решить следующую задачу: В ремонтное подразделение с одним 

каналом обслуживания могут поступать неисправные средства связи двух типов. 

Средства связи первого и второго типов ремонтируются одними и теми же 

мастерами ремонтного отделения. Интервалы времени поступления СС первого 

типа распределены равномерно 20±10 ч. Распределение интервалов времени 

поступления СС второго типа - 15±8 ч. Поступающие СС ремонтируются в 

последовательности: первым поступило – первым отремонтировано. На ремонт 

СС первого типа затрачиваются 6±2 ч, второго типа - 8±4 ч. Необходимо 

промоделировать функционирование ремонтного подразделения в течение 3-х 

суток, обеспечить сбор статистики времени ремонта средств связи первого и 

второго типа, а также общее время ремонта. Шаг модельного времени - 1 мин.  
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3. На сборочный участок цеха предприятия через интервалы времени, 

распределенные экспоненциально со средним значением 10 мин., поступают 

партии, каждая из которых состоит из трех деталей. Половина всех поступающих 

деталей перед сборкой должна пройти предварительную обработку в течение 

7 мин. На сборку подаются обработанная и необработанная детали. Процесс 

сборки занимает всего 6 мин. Затем изделие поступает на регулировку, 

длящуюся в среднем 8 мин. (время выполнения ее распределено 

экспоненциально). В результате сборки возможно появление 4 % бракованных 

изделий, которые не поступают на регулировку, а направляются снова на 

предварительную обработку. Смоделировать работу участка. Определить 

возможные места появления очередей и их вероятностно-временные 

характеристики. Выявить причины возникновения очередей, предложить меры 

по их уменьшению и смоделировать скорректированную систему. 

 

Контрольные вопросы 

1. Дайте определение следующим понятиям: случайная величина, 

распределение случайной величины, математическое ожидание и его 

свойства, дисперсия и ее свойства, равномерное распределение, 

экспоненциальное распределение, пуассоновское распределение, 

распределение Пальма, распределение Эрланга (формула, график, 

моменты), случайный процесс: понятие, ансамбль реализаций, сечение 

случайного процесса, многомерная плотность и функция распределения 

случайного процесса. Стационарный случайный процесс, эргодический 

случайный процесс. 

2. Листинг в файле TVREPAIR.GPS. Телевизионная мастерская наняла 

одного мастера для капитального ремонта сдаваемых в аренду 

телевизоров, сервисного обслуживания клиентов и выполнения мелкого 

немедленного ремонта. Необходимость в капитальном ремонте 

телевизоров, принадлежащих компании, возникает каждые 40±8 ч, ремонт 

занимает 10±1 ч. Мелкий ремонт, например замена плавкого 

предохранителя, настройка каналов, выполняется немедленно. 

Необходимость в мелком ремонте возникает каждые 90±10 мин., ремонт 

занимает 15±5 мин. Телевизоры клиентов, требующих обычного 

обслуживания, пребывают каждые 5±1 ч, их ремонт занимает 120±30 мин. 

Обычное обслуживание телевизоров имеет более высокий приоритет, чем 

капительный ремонт сдаваемой в аренду техники и техники, находящейся 

в собственности компании. Необходимо: смоделировать работу 

мастерской в течение 50 дней и определить коэффициент использования 

мастера и задержки при обслуживании заказчиков. 
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3. Листинг в файле QCONTROL.GPS. Деталь производится последовательно 

тремя процессами, каждый из которых сопровождается короткой 

двухминутной проверкой. После первого процесса необходимо переделать 

20 % деталей. После второго и третьего процесса необходимо переделать 

15 % и 5 % деталей соответственно. 60 % деталей, которые требуют 

переработки, отбрасываются, а оставшиеся 40 % нуждаются в повторной 

переработке процессом, после которого они были отвергнуты. 

Время производства новых деталей распределено по экспоненциальному 

закону со средним значением 30 мин. Время выполнения первого процесса 

дано в Таблице 7. 

 

Таблица 7  

Вероятность 0,05 0,13 0,16 0,22 0,29 0,15 

Время  10 14 21 32 38 45 

 

Второй процесс занимает 15±6 минуты, а время выполнения последнего 

процесса имеет нормальное распределение со средним значением 24 мин. 

и стандартным отклонением 4 мин. 

Необходимо смоделировать производство 100 деталей и определить время, 

затраченное на бракованные детали, и их количество. 

4. Листинг ORDERPNT.GPS. Некоторая складская система управляется 

уровнем запросов величиной в 600 единиц, при достижении которого 

запасы пополняются, и оптимальным размером заказа в 500 единиц. 

Начальная величина запасов равна 700 единицам. Суточный спрос 

равномерно распределен в интервале от 40 до 63 единиц. Время 

выполнения заказа с момента заказа до поставки товаров составляет 

1 неделю (5 дней). Необходимо смоделировать работу складской системы 

за период 100 дней, а также определить распределение склада и текущий 

дневной оборот. 

5. По заданным преподавателем эмпирическим данным определить, является 

ли их распределение нормальным. 

6. По заданным преподавателем эмпирическим данным определить точечные 

и интервальные оценки математического ожидания и дисперсии.  

7. Выполните статистический анализ указанного преподавателем параметра 

в задаче.  
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Лабораторная работа 6 

Моделирование многоканальных СМО 

 

Цель: Освоить моделирование многоканальных СМО в GPSS World. 

 

Задание 

1. На трикотажной фабрике 50 швейных машин работают по 8 ч в день и по 

5 дней в неделю. Любая из этих машин может в любой момент времени 

выйти из строя. В этом случае ее заменяют резервной машиной (либо 

сразу, либо по мере ее появления). Вышедшую из строя машину 

отправляют в ремонтную мастерскую, где ее чинят и возвращают в цех, но 

уже в качестве резервной.  

Управляющий хочет знать: сколько механиков нужно взять для ремонта 

машин и сколько машин иметь в резерве и какую платить за них арендную 

плату.  

2. Необходимо промоделировать работу участка цеха, состоящего из 

нескольких станков и обрабатывающего два потока деталей различного 

типа: 

Маршрут обработки: 

1 поток – операция 1 – операция 2 – операция 3 

2 поток – операция 4 – операция 5 – операция 6 

На станке А1 выполняются операции 1 и 4, на станке А2 - 2 и 5, на станке 

А3 - 3 и 6. 

 

Контрольные вопросы 

1. В каком случае следует применять для моделирования многоканальных 

устройств двумя и более одноканальными, а когда следует использовать 

блок STORAGE? 

2. Как можно сделать МКУ недоступным в модели GPSS? 

3. Как проверить состояние МКУ с помощью блока GATE и TEST? 

4. Пусть портовый терминал имеет 7 причалов. Приходящие большегрузные 

суда требуют для своего обслуживания два причала. Интенсивность 

прибытия судов 8±3 часа, швартовка, разгрузка и отплытие (освобождение 

причалов) происходит с интенсивностью 32±6 ч. Необходимо определить, 

сколько судов будут вынуждены стоять на рейде в ожидании разгрузки к 

концу десятых суток. 

5. 10 операторов техподдержки обслуживают пользователей, которые звонят 

примерно раз в две минуты. Если один оператор занят, трубку берет 

другой. Клиент ждет свободного оператора. Рабочий день составляет 

480 мин. Определить коэффициент загруженности сотрудников службы 

поддержки. 
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6. Коммерческая фирма занимается посреднической деятельностью по 

продаже автомобилей и осуществляет часть переговоров по 3-м 

телефонным линиям. В среднем поступает 75 звонков в час. Среднее время 

предварительных переговоров справочного характера составляет 2 мин. 

7. В мини-маркет поступает поток покупателей с интенсивностью 

6 покупателей в 1 мин., которых обслуживают три контролера-кассира с 

интенсивностью 2 покупателя в 1 мин., длина очереди ограничена 5 

покупателями. 

8. На плодоовощную базу в среднем через 30 мин. прибывают автомашины с 

плодоовощной продукцией. Среднее время разгрузки одной машины 

составляет 1.5 ч. Разгрузку производят две бригады. На территории базы у 

дебаркадера могут находиться в очереди в ожидании разгрузки не более 4 

автомашин.  

9. На автомойку в среднем за час приезжают 9 автомобилей, но если в 

очереди уже находятся 4 автомобиля, вновь подъезжающие клиенты, как 

правило, не встают в очередь, а проезжают мимо. Среднее время мойки 

автомобиля составляет 20 мин., а мест для мойки всего два. Средняя 

стоимость мойки автомобиля составляет 70 руб. Определите среднюю 

величину потери выручки автомойки в течение дня. 

10. В расчетном узле магазина самообслуживания работают 3 кассы. 

Интенсивность входного потока составляет 5 покупателей в минуту. 

Интенсивность обслуживания каждого контролера-кассира составляет 

2 покупателя минуту.  
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Лабораторная работа 7 

Экономико-математическая модель межотраслевого баланса 

 

Цель: Освоить метод балансового исследования социально- 

экономических систем. 

 

Задание 

Экономическая система состоит из трех отраслей, для которых матрица 

прямых затрат A и вектор конечного продукта Y известны (Таблица 8). 

 

Таблица 8 

Вар А Y Вар А Y Вар А Y 

1 0.18 0.08 0.44 570 2 0.27 0.18 0.24 160 3 0.45 0.05 0.32 540 

 
0.36 0.25 0.70 280 

 
0.20 0.7 0.4 130 

 
0.18 0.45 0.50 200 

 
0.48 0.11 0.28 180 

 
0.48 0.08 0.22 180 

 
0.36 0.11 0.34 180 

 

Определить: 

1) матрицу коэффициентов полных материальных затрат B, 

2) проверить продуктивность матрицы A, 

2) вектор валового выпуска X, 

3) межотраслевые поставки продукции xij. 

 

Контрольные вопросы 

1. В чем суть балансового метода исследования социально-экономических 

систем? 

2. Поясните принципиальную схему межотраслевого баланса и раскройте 

экономическое содержание ее разделов. 

3. Опишите экономико-математическую модель межотраслевого баланса и 

поясните смысл входящих в нее элементов. 

4. Что называют: 

- матрицей прямых затрат; 

- вектором валового выпуска; 

- вектором конечного продукта; 

- матрицей полных затрат? 

5. Дайте определение коэффициентов прямых и полных материальных 

затрат и укажите способы их вычисления. 
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Приложение 2 

Типовые задания для контрольной работы (заочная форма) 

Задание 1 

На четыре базы 𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4поступил однородный груз в следующем 

количестве: 𝛼1т – на базу 𝐴1; 𝛼2т – на базу 𝐴2; 𝛼3т – на базу 𝐴3; 𝛼4т – на базу 

𝐴4. Полученный груз требуется перевезти в пять пунктов:    𝛽1т – в пункт 𝐵1; 
𝛽2т – в пункт 𝐵2; 𝛽2т – в пункт 𝐵3; 𝛽4т – в пункт 𝐵4; 𝛽5т – в пункт 𝐵5 . 

Расстояние между пунктами указаны в Таблице 11 (матрице  расстояний). 

 

Таблица 9 - Матрица расстояний 

Пункты 

отправлений 

Пункты назначения Запасы 

𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 𝑑11 𝑑12 𝑑13 𝑑14 𝑑15 𝛼1 

𝐴2 𝑑21 𝑑22 𝑑23 𝑑24 𝑑25 𝛼2 

𝐴3 𝑑31 𝑑32 𝑑33 𝑑34 𝑑35 𝛼3 

𝐴4 𝑑41 𝑑42 𝑑43 𝑑44 𝑑45 𝛼4 

Потребности  1  2  3  4  5  

 

Стоимость перевозок пропорциональна количеству груза и расстоянию, на 

которое этот груз перевозится. Начальный опорный план  найти тремя 

способами. Спланировать перевозки так, чтобы их общая стоимость была 

минимальной (Таблица 10) 
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Таблица 10 

Пункты отправлений 
Пункты назначения 

Запасы 
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 16 30 17 10 16 4 

𝐴2 30 27 26 9 23 6 

𝐴3 13 4 22 3 1 10 

𝐴4 3 1 5 4 24 10 

Потребности 7 7 7 7 2  

Пункты отправлений 
Пункты назначения 

Запасы 
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 15 1 22 19 1 20 

𝐴2 21 18 11 4 3 20 

𝐴3 26 29 23 26 24 20 

𝐴4 21 20 3 19 27 20 

Потребности 19 19 19 19 4  

Пункты отправлений 
Пункты назначения 

Запасы 
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 17 20 29 26 25 15 

𝐴2 3 4 5 15 24 15 

𝐴3 19 2 22 4 13 15 

𝐴4 20 27 1 17 19 15 

Потребности 11 11 11 11 16  

Пункты отправлений 
Пункты назначения 

Запасы 
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 21 22 2 13 7 18 

𝐴2 27 10 4 24 9 12 

𝐴3 3 16 25 5 4 17 

𝐴4 28 11 17 10 29 13 

Потребности 8 8 8 8 28  

Пункты отправлений 
Пункты назначения 

Запасы 
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 30 24 11 12 25 21 

𝐴2 26 4 29 20 24 19 

𝐴3 27 14 14 10 18 15 

𝐴4 6 14 28 8 2 25 

Потребности 15 15 15 15 20  

Пункты отправлений 
Пункты назначения 

Запасы 
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 5 15 3 6 10 9 

𝐴2 23 8 13 27 12 11 

𝐴3 30 1 5 24 25 14 

𝐴4 8 26 7 28 9 16 
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Потребности 8 9 13 8 12  

Пункты отправлений 
Пункты назначения 

Запасы 
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 9 17 29 28 8 22 

𝐴2 13 21 27 16 29 13 

𝐴3 20 30 24 7 26 17 

𝐴4 11 19 30 6 2 18 

Потребности 7 7 7 7 42  

Пункты отправлений 
Пункты назначения 

Запасы 
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 30 2 5 6 15 16 

𝐴2 5 29 9 5 7 15 

𝐴3 16 24 14 6 26 14 

𝐴4 13 28 4 25 8 15 

Потребности 6 6 13 20 15  

Пункты отправлений 
Пункты назначения 

Запасы 
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 12 11 25 17 21 17 

𝐴2 22 18 14 8 1 14 

𝐴3 9 13 2 28 15 21 

𝐴4 26 21 3 4 27 43 

Потребности 19 22 23 17 14  

Пункты отправлений 
Пункты назначения 

Запасы 
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 2 24 4 2 3 28 

𝐴2 20 10 15 27 7 13 

𝐴3 15 15 12 25 19 15 

𝐴4 2 6 3 5 5 30 

Потребности 27 16 25 11 7  

Пункты отправлений 
Пункты назначения 

Запасы 
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 6 11 20 17 8 12 

𝐴2 1 25 3 18 17 17 

𝐴3 9 39 16 30 31 18 

𝐴4 23 15 4 3 28 13 

Потребности 10 8 12 14 14  

Пункты отправлений 
Пункты назначения 

Запасы 
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 7 10 16 27 19 17 

𝐴2 30 18 8 29 15 19 

𝐴3 3 18 28 19 13 11 

𝐴4 9 12 2 25 21 13 
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Потребности 5 15 11 9 20  

Пункты отправлений 
Пункты назначения 

Запасы 
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 4 21 12 8 1 21 

𝐴2 20 8 25 15 23 21 

𝐴3 17 1 11 5 3 23 

𝐴4 23 10 24 6 5 23 

Потребности 22 22 22 11 11  

Пункты отправлений 
Пункты назначения 

Запасы 
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 5 3 24 10 25 24 

𝐴2 30 2 22 16 7 15 

𝐴3 30 24 27 29 10 16 

𝐴4 15 17 21 2 3 24 

Потребности 12 13 14 31 9  

Пункты отправлений 
Пункты назначения 

Запасы 
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

𝐴1 25 28 20 15 7 16 

𝐴2 27 5 11 23 10 10 

𝐴3 1 25 14 16 16 14 

𝐴4 8 6 4 16 18 20 

Потребности 7 8 4 11 30  

 

Задание 2 

Для изготовления различных изделий 𝐴 и 𝐵 используются три вида сырья. 

На производство единицы изделия 𝐴 его требуется затратить: первого вида – 1 кг, 

второго вида – 2 кг, третьего вида – 3 кг. На производство единицы изделия 

𝐵требуется затратить: сырья первого вида – 1 кг, второго – 2 кг, третьего – 3 кг. 

Производство обеспечено сырьем первого вида в количестве 1кг, второго – 2кг, 

третьего – 3кг. Прибыль от реализации единицы готового изделия 𝐴 составляет 

𝛼 руб., изделия 𝐵 – руб. Составить план производства изделий 𝐴 и 𝐵, 

обеспечивающий максимальную прибыль от их реализации. 

1. Решить задачу: а) симплексным методом;                        б) графическим методом. 

Составить двойственную задачу. Используя решение исходной задачи, 

записать оптимальное решение двойственной задачи (Таблица 11). 
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Таблица 11 

1  𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑏1 𝑏2 𝑏3 𝑝1 𝑝2 𝑝3 𝑎 𝖰 
2  16 8 5 4 6 9 784 552 567 6 4 

3  12 10 3 3 5 6 684 650 558 6 2 

4  8 6 4 3 6 9 862 864 945 3 2 

5  11 8 3 5 4 5 671 588 423 3 4 

6  15 11 9 4 5 10 1095 865 1080 3 2 

7  4 6 2 5 3 0 600 540 120 3 7 

8  6 5 3 3 10 12 714 910 948 3 9 

9  9 6 3 4 7 8 801 807 768 3 2 

10  3 4 3 5 8 11 453 616 627 1 3 

11  10 5 4 9 11 15 1870 1455 1815 7 9 

12  5 3 2 2 3 3 505 393 348 7 4 

13  7 6 1 3 3 2 1365 1245 650 6 5 

14  6 4 3 2 3 4 600 510 600 6 3 

15  5 4 3 3 3 4 750 631 720 5 6 

16  8 6 3 2 3 2 840 870 540 6 2 

17  3 3 2 2 3 5 273 300 380 4 5 

18  9 6 4 5 8 16 1431 1224 1256 3 2 

19  4 3 2 3 4 6 480 444 546 2 4 

20  4 3 3 3 4 5 540 393 450 5 6 

21  2 3 2 3 6 8 438 672 372 3 8 

22  20 15 14 28 9 1 780 465 546 10 7 

23  2 4 6 3 1 7 180 240 426 16 12 

24  11 13 12 21 15 3 735 741 822 3 5 

25  2 4 5 3 2 4 36 50 55 40 50 

26  9 15 15 27 15 3 603 705 840 6 11 

27  14 15 20 40 27 4 1200 1032 1096 5 13 

28  19 16 19 23 12 8 884 656 855 5 4 

29  13 13 11 23 15 1 598 494 572 2 3 

30  8 14 14 7 8 1413 574 577 6 5  

31  12 4 3 4 4 12 300 120 252 3 4 

 

Задание 3 

Найти максимум целевой функции при заданной системе ограничений. 

Во всех задачах    xi ≥0   и xi  – целые числа (i =1,2,…). Решить задачу одним из 

методов Гомори и ветвей и границ. Сравнить полученные результаты. Решить 

задачу «коммивояжера» методом ветвей и границ (Таблица 12). 
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Таблица 12 
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